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LE FUNZIONI GONIOMETRICHE DI ANGOLI ASSOCIATI

Sono detti angoli associati a un angolo & quegli angoli
la cul somma o differenza con o abbia i seguenti
valori: 0°, 90°,180°, 270° e 360°. Ossia:
-o 90°-a 90°+a 180°-a 180+«
270°-a  270°+a  360°+«

auolziulep

Determiniaomo le funzioni goniometriche degli angoli
associati ad o in funzione delle funzioni goniometriche
dell’angolo a.



» Angoli opposti: a+(-a)=0 y

| due angoli @ e — sono
congruenti e orientati In
VErso opposto, per cui:

sen(—a) =y, =—-y, =—sena

COS(—Q) = X, = X, =COSX

Pertanto:
sen(—a)
sen(—o) = —sena tg(—a) = =—1gQ
cos(—a)
cos(—a) =cosa cotg(—a) = cos(-a) =—cotga

sen(—o)



» Angoli esplementari: a+(2n-0)=2mn

sen(2m — o) = —seno.

cos(2m — o) =cosa

tg(2m — o) =-tgo

cotg(2m—a)=-cotga

sen(ot — ) = seno

cos(r —a) =—-coso

o tg(m—a)=-tga
cotg(m—a)=-cotga

N




» Angoli che differiscono di 7 : (nt+a)-0=n

y sen(7T + o) = —sena

T+ O
ﬁ B cos(t+a)=-cosa
A X
\/vo (A X tg(r+a)=1tga
B' cotg(w + o) =cot go
» Angoli complementari: (n/2-0)+o=m/2
sen(w/2—-a)=cosa
B
- = O~ %\ cos(t/2-a) = sena

o A Al X 1g(w/2—a)=cotgo
cotg(m/2-a)=tga




» Angoli che differiscono di m /2: (n/2+a)-a=mn/2

I sen(w/2+a)=coso

ol Y
/ R cos(w/2+a)=—-sena
- “A > tg(m/2+a)=-cotga
\/ cotg(m/2+a)=-tga

» Angoli la cui somma € 37t /2: (3n/2-a)+a=3m/2

A
3a

sen(3m/2—-a)=-cosa
/ 3 cos(37 /2 — o) = —sena
A o o .

\ Vo Al x tg(3m/2-a)=cotga

cotg(3m/2—-a)=tgo

Bl



» Angoli la cui differenza € 3 /2: (3n/2+a)-0=37/2

y} B
i sen(3w/2+a)=-cosa
/ B cos(3m /2 + ) = seno
o<. N tg(3m /2 +a) =—cotga
\ / cotg(3m/2+a)=-tga
4

» Riduzione al primo quadrante

Significa trovare un angolo

del primo quadrante le cui cenl20° —elov+al-cosa
funzioni goniometriche

abbiano, eventualmente o
meno del segno, gli stessi
valori delllangolo dafto.

esempio

J3
2

sen(90°+30°) =cos30° =



ESERCIZI

Semplificare la seguente espressione:

(o e —ar)

sen(—a)+ 2 cos(—a) + sec(—a)cot g(—a)sena + seno

angoli opposti

Trasformiamo prima di tutto le funzioni di —« in funzioni di a notando in figura che:

sen(—a)= —sena: Ccos{—a)=cosa 7Y ;
y
=I5 sen(-o)= -sena
e quindi: ‘
7 |
sec(—a) =secq;,  cotg(—a)=—colga, i
K(L
L'espressione diventa: | oON¥-q. X
|

— genvo. -+ 2cosa 1 secol —cotga) sen o sena.;

Trasformiamo seca e cotga In funzione di sena e cosa e scmplifi(?lli:llll(): | cos(—a)= cosa

—seno + 2cosa +

SEN o

1 = cosa )
COS o

)S‘c’n oa+sena=2cosa— 1.



Semplificare la seguente espressione:

JU JU JU
sen| ——a|—cosa+cosec| ——a |COS| —— O

angoli complementari
(o e /2-00)

L . : aw ! . g . m | A T ; ‘
[rasformiamo cosec (—)— = u) in funzione di sen (—; o ): y cos(7—</.)= sena |
1T ] s !
SENl = Gl = COS 0T ; S eas ==t
2 . s 2 / S

SEn T (8 X
T |

Trasformiamo le funzioni di T in funzione di a tenendo conto \

= COS

—

delle relazioni della figura.

1

CcCOoS

L'espressione diventa: cOsa — cosa + sena = tga.



JU JU JU
—+ A |+ sena+Ssec|—+a|sena+sen| —+ A

2 2 2

angoli che differiscono di
un angolo retto (a e ©/2+a)

; ™ : . : ™ i1 £
Trasformiamo sec (? o a) in funzione di cos (7 + a) : | y} €03 (—2—+a)_—sen Q.

1

T T 7
cos(7+a)+sena+ sena+sen(7+a). s

T
cos|—+a . al
| - NS
a0
Trasformiamo quindi le funzioni di = + « in funzione di a tenendo conto

delle relazioni della figura. . sen(Z-+a)=cosa

L'espressione diventd: = sena -+ senog+————=seno f eose = — 1 +.cosd.
- —senea



Semplificare la seguente espressione:

3cosa +cos(w —a) - sena+2cot g(7w — o) sena + 2sen(mw — )

angoli supplementari
(o e 7-ar)

V1 sen(m—o)=sen o
Utilizzando |la definizione di -
cotangente e le relazioni indicate | o)
. g \ . . O X
in figura, I'espressione diventa: \/
—Ccosa ol T
3cosa —cosa — sena + 2 ——— sena + 2sena. | Cos{r~0)=~cosax
sena

Semplificando si offiene:
2CoSa + seno—2cosa = senct



Semplificare la seguente espressione:

cosec( +a)+3sena +cot g +a)seca+2sen(mw+a)

A

angoli differiscono
angolo piatto (a e n+a)

YT sen(m+o)=-sen o
Utilizzando la definizione di cosec, “*0‘/
C ~ Ao
cotg e sec, e le relazioni indicate 0 X
in figura, |I'espressione diventa:
L cOS(Tt+0)=—-COos O
1 —Cos 1 !
+ 3sena + ° —2seno
—sena —seno. Ccosa
1 1
— + Senol + = Sena

Semplificando si offiene:
sena sena



angoli la cui somma o differenza € 3/27 (a e 3/2n-a; o e 3/2n+a )

3

sy refeo s -emef e
—JT—Q |COSA+COS| =T+ |COS| =T - |[—Ccotg|—mT—

2 2 2 2

Trasformiamo le funzioni di i1'r —a.e %frr + a in funzioni di a tenendo conto delle relazioni delle figure:

—cosa cosa + sena(—sena) +tga = — cos’a —sen‘a +tga = —1+tga.

.
>

yA y

No|w
=
+
Q

775? e sen (—%n—a):—cosa

y X o8 (%n;a)=—sena '
| cos (%ma): sena.

sen (—3—3’1:+(X)=—COS o

"




angoli esplementari (o e 2m-0)

3sen(2m —a)+cos(2m —a)seco + 2sena —1

Trasformiamo sec a in funzione del coseno:

SsenRm'—a) ‘Feosm—a) +2seno—1,,

CoS o
Trasformiamo quindi le funzioni di 27 — a in funzione di a tenendo conto
delle relazioni della figura. L'espressione diventa:

—3seno + CosoL— + 2sena—1=
COS &

=—3sena+1+2sena—1=—sena.

(s

yA

27—

0

Y

sen (2n-a) = -sena
i cos (2m—a) = cosa




Riduzione al primo quadrante

Esprimere 1 seguenti angoli mediante la riduzione Al

primo quadrante:
5

sen225° tg 3 T

J2
2

sen225° = sen(180° + 45°) —el8ra=msena _, _ ¢opn45° = —

5 T T
tg-m=1g|2m -2 | —glrwmwa o 407 __[3
8 g( 3) 85



ESERCIZI RIEPILOGO

Risolvere la seguente espressione con I'aiuto degli angoli
associati:

o | cos [ —ua) o cos(2m—a)
ST — ) =+ - , - — sin (27 + @) — ' - —1
| — tan{m — &) tan [T+ o)

Semplificare l'espressione trigonometrica con |'aiuto
degli angoli associati:
Ccos @) cos )

sin ) + - — — sln () — — — 1
| + tan {x] baan ()

Infroducendo la definizione di tangente e
semplificando, si ottiene:

> ' 1 :: J [
COs™ L) COos™ ) |

Ccos ) + s ) Si | )




Effettuiamo il mcm:

. ) 2 . .
SIN X COS~ X —COS”~ x(CoS X +sin x) — sin x(COS X + senx)

sIn x(COS X + sin x)

Svolgendo le parentesi e semplificando, si ottiene:

Sin X Cos” x — COS’ X — Sin xCos” x — sin x cos x —sin” x

sin x(Cos X + sin x)

—COS> x —sinxcosx —sin” x

s1In x(COSx + SIn x)



Verificare la seguente uguaglianza:
cos330° . sin”(=150°)
cos30° cos420°-cosec210°

= cos”30°

Utilizziamo le seguenti formule per gli angoli associati:

c0s330° = cos(-30°) =co0s30° sin120° =sin(90° +30°) = cos 30°

sin”(=150°) = sin” 150° = sin”°(90° + 60°) = cos” 60°

c0s420° = cos(360° +60°) =cos60° cosec210° =cosec(180°+30°) =—-cosec30°
e sostituiamole cos30° cos” 60°

: . + = cos 30°
nell’uguaglianza: cos30° cos60°-(-cosec30°)

Introducendo la definizione di cosecante e semplificando,
I’uguaglianza sara verificata:

2 °= © 2 2
1-cos60°- sen30° = cos” 30° —s80=sen®”_5 1 _ ¢on”*30° = cos” 30

2 2 2
£ > cos”“30° =cos“ 30°

2
1-sen”a=cos




LE FORMULE GONIOMETRICHE

Le funzioni goniometriche variano al variare dell’angolo «,
MAa NonN variano proporzionalmente a esso. Per esempio:

FALSO

T T T
cos(a— fB) = cosa —cos § —4A=2 >COS(Z_€)=COSZ_COSE

Con l'uso delle calcolatrici, le formule goniometriche
attualmente conservano interesse solo in ambito teorico e
per dimostrare alcuni enunciati.



J Le formule di addizione

sen(a + P) = senacosP + cosasen

cos(a + PB) = cosacosP — senasen

tga + tg P
1 —tga-tgf

tg(a+P) =
solo se:
a + B;ég + kT, a7é72t+k175, B;ég + k, T




1 Le formule di sotirazione

sen(a — P) = senacosP — cosasen

cos(a — P) = cosacosP + senasen 3

tga —tg P
1 +tga-tgfP

tg(a —P) =
solo se:
a—B;é% + k7, a0 # %+k17t, B +# %-l—kﬂt




Determinare |'angolo y fra

due rette. Y /

esempio

w1
C
Y\ *-vY
Poiché « e angolo esterno del //
triangolo ABC, allora: B/(BO A
tgy =tg(a—-p)= g0~ igp _Mm-m ' m=tgo coeff.ang. retta r
150507 L m'=tgf coeff.ang. retta s
X yA y
/,/y:Zx+4
3 T4
3" 5 tgy = 2+3 =—] = y=arctg(—1)=§n
\ 1-2-3 4
/ :
O X
/ \y:—3x+2



Calcolare le funzioni goniometriche di 75° € cos15°.

CN) Sappiamo che 75° = 30° + 45°.
D Applichiamo le formule di addizione del seno, del coseno e della tangente e otteniamo:
% sen(30° + 45°) = sen 30° cos45° + sen 45° cos 30°;
c0s(30° + 45°) = cos 30° cos45° — sen 45° sen 30°;
8 : tg 30° + tg 45°
tg(30° + 45°) =
1 —tg30°tg45°
; V= s
oo o J g . , " i :
Poiché sen 30° = — » €OS 30° = S COs 45° =sen45° = > 18 30° =——, tg45° = 1, se sostituiamo ed eseguia-
2 2 2 3

i plepaip =SNG SRR L AR
sen /5° =—- + . = :
2 D T 4
S N NG ND 1 NN
COSTiE = > = e :
TR > . 2 4
\/3+1 VEi13
e e s 3 = N A
- V3 3-V3 3 3-V3 3-V3
3 3

Razionalizzando si ha: tg75° =2+ V

Calcoliamo ora cos 15°.
Possiamo scrivere:

15° = 45° — 30°.

Per la formula di sottrazione del coseno, otteniamo:

c0s (45° — 30°) = cos 45° cos 30° + sen 45° sen 30° =

D \/§+\/§_
2

2 2

:\f6+\/§

0| -



esercizio

Sviluppare le seguenti espressioni:
JU JU
sen|—+ X COS|——X
(6 ) (6 )

Applichiamo le formule di addizione e sotftrazione:

& \ ™ ™ 1 N3
sc‘n( — kel —isen— COSX TiSen.X cos ———eOS X t———8enY%
\ {~ J (i ( ) )
0 i ) ) 2 2
(1T T , T V3 ]
cosli=—= \') =00s—— COSX T Sen™ = SeNX=————COsXT —senx
\ 0 0 0 2 2



d Le formule di duplicazione

sen2a = 2sen Q. cosq Queste formule
- permettono di
cos 20 = cos2a — senZa =<1 — 2sen‘a calcolare le funzioni
2cos?a — 1 : :

goniometriche
2tg dell’angolo 2«

tg2a = g2 °°
1 —tg-a conoscendo il valore
solo se: delle funzioni
a¢%+k%/\a¢%+kn goniometriche

dell’angolo «.




Sviluppare senda utilizzando le formule di duplicazione

esercizio

Per far cio dobbiamo applicare due volte tali formule. Nella prima applicazione scriviamo:
sen4o = sen(2 * 20)) = 2sen 2a oS 2a.
Sostituiamo nell’espressione trovata le espressioni corrispondenti a sen 2a € cos 2o

2sen 20 cos2a =2(2sena cosa)(cos*a — sen®a) = 4(sen o cos’ a — sen’ o Cos o).
Quindi:

sen4o = 4(sen o cos’ o — sen’ o cos Q).



esercizio

Calcolare sen2a, cos2a, tg2a, sapendo che il lato
termine di & appartiene al 2° quadrante e cosa=-4/5

S R , 16 3
sena=+V1—cos‘a =+ f | — — =
V 25 5
sen o 3
g = = —
' COS i 4
quindi:
- 3 4 24
sen 2o =2s8enQCoOsou=2+-—: | ——|= ——
D g 25
) ) 1() () o
COS: 200 =€0s8 QT Sen L =——————"=—,
25 25 25
, : )
) ®,
21go S 7 3
te 200 = ? = C — - .
=g o ) >

B 1] seno e positivo per-
ché I'angolo ha lato ter-
mine nel secondo qua
drante.



Senza determinare il valore di « , calcolare sen2x, cos2x
e 1g(2a+T11/3) sapendo che senx=3/5 e TT/2<x<TT.

esercizio

e Consideriamo sen 2a e applichiamo la formula di duplicazione del seno, sen 2a = 2 sena cos . Determiniamo
cosa per mezzo della prima relazione fondamentale, osservando che cos a deve essere negativo, poiché

=
O T
)

COSE— \1 — SCI]_} o= . ] ——= —

, D=
senao = A ( -

J
o |

e Per determinare cos 2a, applichiamo una delle formule di duplicazione e sostituiamo al seno e al coseno i valori
corrispondenti:
. : o= /
COSAB=I008 0 — Sent.=——"— = :
25 75) 25




: ™ e r L
e Per calcolare tg (Za ik T) applichiamo la formula di addizione:

g v
o2 to——

w\ 8 8 3

1 —tgl2atg

Calcoliamo tg 2a con la formula di duplicazione:

2tga
tg 20 = e
= for o
i
sen « 5 S
Essendo tga = = > =r—=——C%iha:
COSs & 3 4
5
i ¥ 5. ul6 24
y 20 — = —
= 9 2 =7 7

24
t( 'rr) e /3 —24+7V3  7V3 —24
g R— et ——
24
1+\/§ 7* 7+24\/§ 7+24\/3_




1 Le formule di bisezione

Q. 1 —cosQ
— =4
i 2 _\/ 2

Q \/1+cosoz Nelle applicazioni Il
2 2

COS— =T .
segno +/- va scelto Iin

tg%:_ };coso& solo sartorn 4 Bln bo.se. al quadrante In
— cui si frova o/ 2.
= 1_8:20(10[ solo se a # w + 2km
— 1 E0Sg solose a # w + k=
sen

gL = SN on a=m+2kn Queste formule sono piv
2 l+cosa comode perché sono razionali
tgﬁ=1—003a cona=r+ky € hon presenfano il doppio

2 seno segno #.



esercizio

: o1 a o1 12
Calcoliamo sen 2y tg7 quando seno = —

p

eﬂ<a<?w.

; & D - S L% o .
Sem<d <71'r, —£—<7<-an quindi il lato termine di 55 appartiene al

secondo quadrante.

M 1] valore assoluto di

: ) . 3 COS @ Si ricava con:
Il valore del coseno di a é:

sen‘a + cos*a =1,

T 144 5 |
cosa=—N\L—sen‘a=—_J1— & = Rt il segno « —» deriva dal
169 13 fatto che il lato termine di
Quindi: a ¢ nel terzo quadrante.

o, Y
53 th Si puo ricavare

o 1+ cosa
COS—— == fe————— =
2 5

anche applicando la defi-

nizione:

x

Sen:=

o 2

COS=

2

T2 o Y G
= ' 13 3
o seno 3 12 & .= = Mk
Esg Sl e = e el : 2V13 2
2 1+ cosa 3 8 2 = —1,)



A Le formule parametriche

2tg—
Senol = 20(
1+1g” =
2 con a=m+2kw
a
1-tg° =
CoSA = (%{
1+1g”—
5
Se poniamo t=tga/2, le , [
t —1
formule c:ssumc?no QO cona = _ COS (X = _
forma parametrica nel 1+¢ 1+t

parametro t:




esercizio

_ !
Calcoliamo sena e cosa sapendo che tg; =2.

Q
Posto g—-=1= 2, si ha:

21 4 4
SENA = THAS TR
3 4 5
_f.i s 5
O = e T e
+t°  1+4




d Le formule di prostaferesi

. senp+senq=23enp_2‘_q-cosp;q;
o senp—senq:ZCOS‘D;q-senp;q;
. cosp+cosq=2cosp;—q°cosp;q;
e COSp —cosq =—2sen p-zl-q - Sen p;q

Queste formule permettono di frasformare la somma o la
differenza di due funzioni goniometriche in un prodotto di
funzioni goniometriche.



1 Le formule di Werner

senocos fB = 1 sen(a+ ) +sen(a—-f3)]

COSaCos ff =

2
% ‘cos(ar+ fB)+cos(a—f)]

senasenf3 = %[cos(cx - B)-cos(ar+ )]

Queste formule permettono di frasformare espressioni
contenenti prodotti di funzioni seno e coseno in somme e
differenze di funzioni seno e coseno.



esercizio

esercizio

Applichiamo le formule di prostaferesi:

n i (n (s
T T 4 12 4 12
SenN—— —SeN——=2605 sen =
- 1 2 2
i n
= 2C0S—=S€en
§) 12

Applichiamo le formule di Werner:

5 () l 5 I 4 5
COS—— TTCOS———=—| COS 1 e B il o :
12 12 2 o 1.2 ¥
1 ) g1 g 1 ]
=—1.005 T E08 = e =
2 2 3 2\ 2 4

i

T

12.,

\

|

)



ESERCIZIO GUIDA
Determiniamo il periodo delle seguenti funzioni:

b) y = sen4dx — sen 2x
Y cos 3x |

a) y = sen3x + cos5x;

a) Il periodo disen 3xeé T, = ZTH, quellodicos5xe T, = Z?K
s : 10 _ 6
Scriviamo T e T, con denominatore comune: T} = 15 T, T, = 157

Consideriamo il minimo comune multiplo fra i numeratori:
m.cm.(10; 6) = 30.

Si ha pertanto uno stesso valore della funzione per x, e x, + ﬂ7t, perché E T contiene un numero
intero di Volte s1a fisia il

Qu1nd1 TE = 27 ¢ il periodo cercato.

Osservazione. In generale, non ci sono regole per determinare il periodo di funzioni che siano somme
o prodotti di altre funzioni periodiche. Tuttavia, se si hanno due funzioni periodiche con periodi
diversi T, e T, e se esistono multipli comuni di T; e T, allora le funzioni somma o prodotto hanno
periodo uguale al minimo comune multiplo dei periodi.



b) Deve essere cos 3x # 0, cioé:
T [ T
3x7é2+k7t — x¢6+k3.

Applicando una delle formule di prostaferesi, otteniamo:

sen4dx — sen 2x 2cos3xsenx
= = 2senx.

COS 3x COS 3x

Quindi il periodo cercato e 2.



